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ДОСЛІДЖЕННЯ МЕТОДІВ 
СПЕКТРАЛЬНОГО АНАЛІЗУ 
ГІДРОАКУСТИЧНИХ СИГНАЛІВ          
У ПРОСТОРІ З 1l - МЕТРИКОЮ

Наводяться основні співвідношення, які характе-
ризують кореляційні та статистичні взаємозв’язки 
між реалізаціями випадкових вибірок у вибіркових про-
сторах із 1l - та 2l -метриками. На основі отриманих 
співвідношень розроблено шляхи застосування відо-
мих методів спектрального оцінювання (мінімальної 
дисперсії, власних векторів, множинної класифікації 
сигналів, мінімальної норми) у просторах сигналів з 
1l  -метрикою, розширюючи, таким чином, сферу їх ви-

користання. Розроблено нові алгоритми спектраль-
ного аналізу гідроакустичних сигналів. Проведено 
порівняльний аналіз розроблених алгоритмів спек-
трального аналізу гідроакустичних сигналів із відо-
мими.
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тральний аналіз, спектральне оцінювання, метод 
мінімальної дисперсії, метод власних векторів, метод 
множинної класифікації сигналів, метод мінімальної 
норми, 1l -метрика, вибірковий простір, простір сиг-
налів, обробка сигналів.

ВСТУП 
Успіх збройної боротьби в суттєвій мірі залежить від 

ефективності систем виявлення цілей ураження у всіх 
сферах її ведення: наземній, повітряній та морській, що 
забезпечується системами активної і пасивної радіо- та 
гідролокації відповідно. Швидкі темпи поширення у 
практиці ведення бойових дій надводних та підводних 
безекіпажних катерів та робототехнічних комплексів, а 
також триваючий технічний прогрес в галузі створення 
гідроакустичних систем різного функціонального при-
значення приводять до істотного ускладнення гідроакус-
тичної обстановки з великим завантаженням робочих 
діапазонів частот і високою динамікою її зміни в про-
сторі та часі. У цих умовах ефективність завдань пошу-

ку джерел гідроакустичного випромінювання (ДГАВ), 
спостереження за ними, їх розпізнавання та визначення 
їх координат, які здійснюються з метою моніторингу 
гідроакустичної обстановки, залежить від часу, необ-
хідного для виявлення, точності визначення координат 
ДГАВ, а також від ступеню завадостійкості приймальної 
системи, що обумовлює необхідність постійного вдоско-
налювання швидкодіючих систем пасивної гідролокації. 
Точність визначення координат ДГАВ або напрямку на 
них, а також якість розпізнавання ДГАВ суттєво зале-
жить від точності методів спектрального аналізу гідро-
акустичних сигналів ДГАВ. 

АНАЛІЗ ОСТАННІХ ДОСЛІДЖЕНЬ                             
І ПУБЛІКАЦІЙ 
Загальні питання обробки гідроакустичних сигналів 

досліджуються у роботах [1−3]. Питанням виявлення 
гідроакустичних сигналів присвячені роботи [1, 2, 4]. 
Підходи до спектрального оцінювання гідроакустичних 
сигналів наведено в роботах [1, 3, 5, 6]. Дослідження пи-
тань розпізнавання гідроакустичних сигналів міститься 
у роботах [1, 5−10]. Загальні підходи до спектрального 
аналізу сигналів містяться у джерелах [11−22]. Методи 
оцінки спектральної щільності потужності сигналів 
розглянуто в роботах [23−26]. Окремий клас методів 
спектрального оцінювання, заснованих на аналізі влас-
них векторів оцінки автокореляційної матриці, до яких 
належать метод власних векторів, метод множинної 
класифікації сигналів (MUltiple SIgnal Classification 
(MUSIC)), метод мінімальної норми і метод ESPRIT 
(Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance 
Techniques) розглядається в роботах [28−32]. Питанням 
обробки сигналів на основі L-груп в просторах сигна-
лів з узагальненими метриками, та зокрема, питанням 
спектрального аналізу сигналів в таких просторах, при-
свячена робота [33].

Метою роботи є, по-перше, постановка та вирішен-
ня завдання розширення сфери застосування відомих 
методів спектрального аналізу гідроакустичних сиг-
налів на основі переносу обробки сигналів у простір 
з 1l  -метрикою, по-друге, проведення порівняльного 
аналізу розроблених алгоритмів спектрального аналізу 
гідроакустичних сигналів із відомими.

РЕЗУЛЬТАТИ ДОСЛІДЖЕНЬ 
Спектральний аналіз є одним з напрямків обробки 

сигналів, який дозволяє оцінити складові досліджува-
ного сигналу в частотній області на основі спеціальних 
методів і підходів. Математичною основою, яка зв’язує 
сигнал з його представленням в частотній області, є пе-
ретворення, побудовані на використанні узагальненого 
ряду Фур’є [11]. Узагальнений ряд Фур’є будується на 
основі того чи іншого базису ортогональних, як правило, 
гармонійних функцій. Спектральний аналіз здійснюєть-
ся відносно сигналів, що несуть певну інформацію, а 
тому є випадковими, а також відносно детермінованих 
сигналів, які спостерігаються на фоні шумів (перешкод). 
При цьому, спектральний аналіз сигналів ґрунтується на 
застосуванні певних статистичних методів і алгоритмів, 
вибір яких ґрунтується на певних апріорних уявленнях 
про досліджувані сигнали. Від ступеня відповідності 
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між властивостями спостережуваних сигналів і наявної 
апріорної інформації про них залежить ефективність за-
стосовуваних статистичних методів і алгоритмів спект
рального аналізу. 

Відомі методи спектрального аналізу та оцінювання 
добре викладені в багатьох джерелах, див., наприклад, 
роботи [12−28]. У статті ми розглянемо також альтер-
нативні алгоритми спектрального оцінювання, побудо-
вані на операціях L-групи [33], які, будучи аналогами 
відомих алгоритмів, мають аналогічне розрізнення по 
частоті та реалізуються з меншими обчислювальними 
витратами за рахунок безмультиплікативної оброб-
ки сигналів, яка не передбачає використання опера-
ції множення. Усі методи спектрального оцінювання, 
побудовані на операціях L-групи, наведені в статті, 
викладаються в порівнянні зі своїми відомими ліній-
ними аналогами. Методи спектрального оцінювання, 
які розглядаються у статті, побудовані на основі алго-
ритмів обробки дискретних часових послідовностей 
(дискретних сигналів).  

Оцінка кореляційних і статистичних взаємозв’яз­
ків між реалізаціями випадкових вибірок

У вибірковому просторі L(X;+,˅,˄) із властивос-
тями L-групи між реалізаціями (спостереженнями) 

1 2( , ,..., )nx x x x= , 1 2( , ,..., )ny y y y=  вибірок X, Y, можна 
розглядати будь-які узагальнені метрики, в тому числі 
таки, що обумовлені співвідношеннями [33]:
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де max( , )a b a b∨ = , min( , )a b a b∧ =  – операції верхньої 
та нижньої граней вибіркового простору L(X;+,˅,˄) із 
властивостями L-групи, , consta b = .

Вирази (1), (2), (3) визначають псевдометрику, напів
метрику та 1l -метрику. Тут позначення «p», «s», що фі-
гурують у нижньому індексі узагальнених метрик  (1), 
(2) вказують на зв’язок цієї міри із псевдометрикою 
(pseudometric) і напівметрикою (semimetric) відповідно, 
а позначення « 1l », що фігурує в нижньому індексі в (3), 
указує на зв’язок цієї міри з більш широко вживаною 
метрикою 1l -простору.   

Обчислення узагальнених метрик (1), (2), (3) можна 
організувати без використання операцій множення, що 
є безсумнівною перевагою при організації обчислень, 
по-перше, у системах, що не мають значних обчислю-
вальних ресурсів, а по-друге, у системах, де потрібна 
значна швидкість обчислень.  

В подальшому обмежимо розгляд матеріалу статті 
лише рамками простору з 1l -метрикою (3) з міркувань, 
по-перше, стосовно обсягу статті, та, по-друге, з того, 
що дана метрика є більш звичною для переважної біль-
шості читачів. Далі у вибірковому просторі L(X;+,˅,˄) 
із властивостями L-групи між реалізаціями (спостере-
женнями) 1 2( , ,..., )nx x x x= , 1 2( , ,..., )ny y y y=  вибірок 

X, Y, ми будемо використовувати міру статистичного 
взаємозв’язку (МСВ), яка відповідає 1l -метриці (3) [33]:
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МСВ (4) є змістовним аналогом кореляції між 
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Нехай i i ix u j v= + ⋅  – комплексний дискретний ви-
падковий сигнал, 1,2,...,i n= ; Re[ ]i iu x= , Im[ ]i iv x=   – 
його дійсна та уявна компоненти. Тоді оцінка МСВ  (6) 

1 1
ˆ ˆ( ; ),  ( ; )l lu m v mΝ Ν  його дійсної Re[ ]i iu x=  (уявної 

Im[ ]i iv x= ) компоненти визначається співвідношен-
нями:

1
1

1ˆ ( ; ) | |
n m

l i m i i m i
i

u m u u u u
n m

−

+ +
=

 
 Ν = + − −   −  

∑ ,  (5)

де m – параметр часової затримки, 1,2,...,m L= ; L n<< , а 
оцінки взаємних МСВ (6) 

1 1
ˆ ˆ( , ; ),  ( , ; )l lu v m v u mΝ Ν  дійсної   

iu  та уявної 0,..., 1l M= −  компонент сигналу ix  визнача-
ються співвідношеннями:
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Оцінки МСВ (5) і взаємних МСВ (6 а, б) є змістов-
ними аналогами оцінок АКФ і ВКФ відповідно, з тою 
відмінністю, що вони враховують, у загальному випадку, 
лінійні та нелінійні статистичні зв’язки між відліками 
сигналу (сигналів). 

Тоді з урахуванням співвідношень (5), (6) результую-
ча оцінка МСВ комплексного дискретного ix  випадково-
го сигналу, буде визначатися виразом:

 1 1 1
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Деякі алгоритми спектрального оцінювання перед-
бачають формування оцінки автокореляційної матриці 
(АКМ) ˆ xR  розмірності L L×  на основі оцінки ˆ ( )xr m  АКФ   

( )xr m  (див., наприклад, [18; (5.9)]):
1

0

1ˆ ( ) ( ) *( ),
N m

x
i

r m x i m x i
N m

− −

=

= +
− ∑              

  (8)
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де N – число відліків ( )x i  комплекснозначного випад-
кового процесу ( )x t ; *x a jb= − , якщо x a jb= + ; мак-
симальний індекс L часового зсуву m L≤ , що фігурує в 
оцінці (8) вибирається, виходячи з виконання співвід-
ношення L N<< . 
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При цьому іноді буває, що обчислювальних ресурсів 
системи обробки виявляється недостатньо для того, 
щоб обробити всі L відліків оцінки ˆ ( )xr m  АКФ (8). Тоді 
розмірність АКМ ˆ xR  знижують до деякого прийнятного 
числа K L≤ , L K τ= ⋅ , а сама оцінка АКМ ˆ xR  приймає 
вид:

,
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0,1, , 1; 0,1, , 1i K k K= − = − 
,               /

де, як було прийнято раніше, *( )a τ  – функція, комплек-
сно сполучена з ( )a τ ; B – число, комплексно сполучене 
з B.

Оскільки МСВ (4) оперує із дійсними значеннями, на-
гадаємо метод представлення АКФ комплексного випад-
кового процесу на основі АКФ і взаємних кореляційних 
функцій (ВКФ) його дійсної та уявної компонент (див., 
наприклад, [19; теорема 15.1]). 

Нехай ( ) ( ) ( )x i u i j v i= + ⋅  – комплексний дискрет-
ний випадковий сигнал, 0,1,..., 1i N= − ; ( ) Re[ ( )]u i x i=  , 
( ) Im[ ( )]v i x i=  – його дійсна та уявна компоненти. Тоді 

оцінка АКФ ˆ ( )xr m  комплексного дискретного випадко-
вого сигналу ( )x i  буде визначатися виразом:

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]x u v uv vur m r m r m j r m r m= + − − ,       (11)

де ˆ ˆ( ), ( )u vr m r m  – оцінки АКФ дійсної ( ) Re[ ( )]u i x i=  та 
уявної ( ) Im[ ( )]v i x i=  компонентів комплексного дис-
кретного випадкового сигналу ( )x i , обумовлені форму-
лою  (8); ˆ ˆ( ), ( )uv vur m r m  – оцінки взаємних кореляційних 
функцій (ВКФ) дійсної ( )u i  та уявної ( )v i  компонент 
сигналу ( )x i , які визначаються співвідношеннями:

1

0

1ˆ ( ) ( ) *( )
N m

uv
i

r m u i m v i
N m

− −

=

= +
− ∑ ;          (12а)

1

0

1ˆ ( ) ( ) *( )
N m

vu
i

r m v i m u i
N m

− −

=

= +
− ∑ ;         (12б) 

ˆ ˆ( ) ( )uv vur m r m= − ;  ˆ ˆ( ) ( )vu uvr m r m= − .        (12в)

З урахуванням (11) і (12) оцінка АКМ ˆ xR  має таке 
представлення через оцінки АКМ ˆ ˆ,u vR R  дійсної ( )u i  та 
уявної ( )v i  компонентів сигналу ( )x i , а також їх оцінки 
взаємних кореляційних матриць (ВКМ) ˆ ˆ,uv vuR R :

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )x u v uv vuj= + − −R R R R R ,                (13)

де оцінки АКМ ˆ ˆ,u vR R  визначаються як симетричні мат
риці виду:

, ,ˆ ˆ;         ;u v
u i k v i kR R= =R R                 (14)   

, ,
ˆ ˆ(0),                ; (0),                ;

   
ˆ ˆ(| | ),     , (| | ),     ,
u vu v

i k i k
u v

r i k r i k
R R

r i k i k r i k i k
= = 

= = − τ ≠ − τ ≠ 
, ,

ˆ ˆ(0),                ; (0),                ;
   

ˆ ˆ(| | ),     , (| | ),     ,
u vu v

i k i k
u v

r i k r i k
R R

r i k i k r i k i k
= = 

= = − τ ≠ − τ ≠ 
, ,

ˆ ˆ(0),                ; (0),                ;
   

ˆ ˆ(| | ),     , (| | ),     ,
u vu v

i k i k
u v

r i k r i k
R R

r i k i k r i k i k
= = 

= = − τ ≠ − τ ≠ 
, ,

ˆ ˆ(0),                ; (0),                ;
   

ˆ ˆ(| | ),     , (| | ),     ,
u vu v

i k i k
u v

r i k r i k
R R

r i k i k r i k i k
= = 

= = − τ ≠ − τ ≠ 
  (15)   

а оцінки ВКМ ˆ ˆ,uv vuR R  визначаються як кососиметричні 
матриці:

, ,
ˆ ˆ;         ;uv vu

uv i k vu i kR R= =R R                (16)   

, ,

ˆ ˆ(0),               ; (0),               ;
ˆ ˆ(| | ),    ;        (| | ),    ;

ˆ ˆ(| | ),  , (| | ),  ,

uv vu
uv vu
i k uv i k vu

uv vu

r i k r i k
R r i k i k R r i k i k

r i k i k r i k i k
τ τ
τ τ

= = 
 = − > = − > 
 − − < − − < 

, ,

ˆ ˆ(0),               ; (0),               ;
ˆ ˆ(| | ),    ;        (| | ),    ;

ˆ ˆ(| | ),  , (| | ),  ,

uv vu
uv vu
i k uv i k vu

uv vu

r i k r i k
R r i k i k R r i k i k

r i k i k r i k i k
τ τ
τ τ

= = 
 = − > = − > 
 − − < − − < 

, ,

ˆ ˆ(0),               ; (0),               ;
ˆ ˆ(| | ),    ;        (| | ),    ;

ˆ ˆ(| | ),  , (| | ),  ,

uv vu
uv vu
i k uv i k vu

uv vu

r i k r i k
R r i k i k R r i k i k

r i k i k r i k i k
τ τ
τ τ

= = 
 = − > = − > 
 − − < − − < 
, ,

ˆ ˆ(0),               ; (0),               ;
ˆ ˆ(| | ),    ;        (| | ),    ;

ˆ ˆ(| | ),  , (| | ),  ,

uv vu
uv vu
i k uv i k vu

uv vu

r i k r i k
R r i k i k R r i k i k

r i k i k r i k i k
τ τ
τ τ

= = 
 = − > = − > 
 − − < − − < 

(17)

, , , ,;    uv uv vu vu
i k k i i k k iR R R R= − = − ,                        /

/L Kτ = ; L N<< ; 0,1, , 1; 0,1, , 1i K k K= − = −  .    /

Якщо ( ) ( ) ( )x i u i j v i= + ⋅  – комплексний дискрет-
ний випадковий сигнал, 0,1,..., 1i N= − ; ( ) Re[ ( )]u i x i=  , 
( ) Im[ ( )]v i x i=  – його дійсна та уявна компоненти, то оцінка 

МСВ (5) його дійсної ( ) Re[ ( )]u i x i=  (уявної ( ) Im[ ( )]v i x i=  ) 
компоненти визначається співвідношенням:

1
1

0

1ˆ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
N ml

u
i

m u i m u i u i m u i
N m

− −

=
Ν =  + + − + −  −

∑ , (18)

а оцінки взаємних МСВ (6а,б) 1 1ˆ ˆ( ),  ( )l l
uv vum mΝ Ν  дійсної  

( )u i  та уявної ( )v i  компонент сигналу ( )x i  визначаються 
співвідношеннями:

1
1

0

( ) ( )1ˆ ( )
( ) ( )

N ml
uv

i

u i m v i
m

N m u i m v i

− −

=

 + + −
Ν =  

− + −  
∑ ;   (19а)

1
1

0

| ( ) ( ) |1ˆ ( )
| ( ) ( ) |

N m
l
vu

i

v i m u i
m

v i m u iN m

− −

=

+ + − 
Ν =  + −−  

∑ .   (19б)

Тут помітимо, що максимальний індекс L часового 
зсуву m L≤ , що фігурує в оцінках (18), (19) також як і 
раніше, вибирається з урахуванням виконання співвід-
ношення L N<< .

Тоді з урахуванням співвідношень (18), (19) резуль-
туюча оцінка МСВ 1ˆ ( )l

x mΝ  комплексного дискретного 
випадкового сигналу ( )x i , за аналогією з (7), буде ви-
значатися виразом:

1 1 1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]l l l l l
x u v uv vum m m j m mΝ = Ν + Ν − Ν −Ν .  (20)

З урахуванням (20), оцінка матриці 1,ˆ x lΝ  МСВ (4) 
комплексного дискретного випадкового сигналу ( )x i  має 
таку форму представлення через матриці МСВ 1 1ˆ ˆ,l l

u vΝ Ν  
дійсної ( )u i  та уявної ( )v i  компонентів сигналу ( )x i , а 
також їх матриці взаємних МСВ 1 1ˆ ˆ,l l

uv vuΝ Ν :

1 1 1 1
1,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )l l l l
x l u v uv vuj= + − −Ν Ν Ν Ν Ν ,              (21)

при цьому матриці МСВ 1 1ˆ ˆ,l l
u vΝ Ν   визначаються як симет

ричні матриці виду:

1 11 1, ,
, ,

ˆ ˆ;         ;l u l vl l
u vi k i k= Ν = ΝΝ Ν                (22)   

 

1
1

1

1
1

1

,
,

,
,

ˆ (0),                ;
   

ˆ (| | ),     ,

ˆ (0),                ;
N

ˆ (| | ),     ,

l
l u u
i k l

u
l

l v v
i k l

v

i k

i k i k

i k

i k i k

Ν =Ν = 
Ν − τ ≠

Ν == 
Ν − τ ≠

              (23)
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а матриці взаємної МСВ 1 1ˆ ˆ,l l
uv vuΝ Ν  визначаються як косо-

симетричні матриці:

1 11 1, ,
, ,

ˆ ˆ;         ;l uv l vul l
uv vui k i k= Ν = ΝΝ Ν              (24)   

1

1 1

1

1

1 1

1

,
,

,
,

ˆ (0),                ;
ˆ (| | ),     ;        

ˆ (| | ),   ,

ˆ (0),                ;
ˆ (| | ),     ;

ˆ (| | ),   ,

l
uv

l uv l
uvi k

l
uv

l
vu

l vu l
vui k

l
vu

i k

i k i k

i k i k

i k

i k i k

i k i k

τ

τ

τ

τ

Ν =
Ν = Ν − >
−Ν − <
Ν =
Ν = Ν − >
−Ν − <

               (25)

1 1 1 1, , , ,
, , , ,;    l uv l uv l vu l vu

i k k i i k k iΝ = −Ν Ν = −Ν ,                   /

/L Kτ = ; L N<< ; 0,1, , 1; 0,1, , 1i K k K= − = −  .   /

Співвідношення (18)…(25) становлять основу для 
спектрального оцінювання за допомогою алгоритмів 
L-групи, побудованих на матриці МСВ (4). Ці ж співвід-
ношення можуть бути використані при одержанні інших 
алгоритмів обробки сигналів в L-групі, відомі аналоги 
яких у лінійному просторі сигналів суттєво спираються 
на використання кореляційних матриць спостережува-
них сигналів.

Спектральне оцінювання за методом мінімальної 
дисперсії на основі оцінки матриці міри статистич­
ного взаємозв’язку

Спектральна оцінка мінімальної дисперсії (MV) 
була введена у роботі [27] для розв’язання задачі 
просторово-часового аналізу багатомірних сигналів в 
антенних решітках. MV-оцінка не є дійсною функцією 
СЩП, оскільки не характеризує повну потужність спо-
стережуваного випадкового процесу. MV-оцінку можна 
вважати спектральною оцінкою в тому розумінні, що 
вона описує відносні інтенсивності компонентів час-
тотного спектра.

Спектральна MV-оцінка ˆ ( )MVP f  визначається виразом 
(див., наприклад, [18;(12.1)]): 

1
ˆ ( )

ˆ( ) ( )
MV T

x

tP f
f f−

∆
=

e R e
,                   (26)

( ) [1, ,exp( 2 ), ,
exp( 2 ( 1) )]

Tf j f k t
j f K t

π
π

= ⋅ ∆
⋅ − ∆

e   ,           (27)

де t∆  – інтервал дискретизації вихідного безперервно-
го випадкового процесу ( )x t ; f – дискретний параметр 
частоти; ˆ xR  – оцінка АКМ комплексного дискретного 
випадкового сигналу ( )x i  (13); ( )fe  – вектор комплекс
них гармонік: ( ) [exp( 2 )]f j f k tπ= ⋅ ∆e , 0,1, , 1k K= −  ;   
( )

T
fe – транспонований вектор, комплексно-сполучений 

вихідному ( )fe .   
За аналогією із MV-оцінкою (20) можна отрима-

ти MV-оцінки гіперспектральної щільності (ГСЩ) 
1ˆ ( )l

MVH f  , побудовану на мірі статистичного взаємозв’яз-
ку (МСВ)  (6) відповідно, яка визначається співвідно-
шенням наступного виду:

1

1
1
,

ˆ ( )
ˆ( ) ( )

l
MV T

x l

tH f
f f−

∆
=

e Ν e
,                  (28)

де 1,ˆ x lΝ  – оцінка матриці МСВ комплексного дискретного 
випадкового сигналу ( )x i , яка обумовлена співвідношен-
ням (21); ( )fe  – вектор комплексних гармонік, обумов-
лений формулою (27).

Одержавши алгоритм (28) обчислення MV-оцінки 
ГСЩ 1ˆ ( )l

MVH f , яка заснована на мірі статистичного 
взаємозв’язку (МСВ) (6), необхідно, по-перше, з’ясу-
вати, наскільки близьким він виявляється до MV-оцін-
ки  (26), а, по-друге, чи можливо його застосовувати для 
оцінювання спектрального складу суміші гармонійних 
сигналів із шумом. Роботу алгоритмів (26) і (28) про
ілюструємо наступним прикладом.

Приклад 1. Нехай є адитивна суміш ( )x i  M комплек-
сних дискретних гармонійних сигналів, спостережу-
ваних на фоні комплексного квазібілого гауссівського 
шуму ( )n i  з нульовим середнім:

1 1
( ) ( ) ( ) exp[ 2 ] ( )

M M
l l l l

l l
x i s i n i A j f i n i

= =
= + = π ⋅ +ϕ +∑ ∑ ,  (29)

де 0,1,..., 1i N= − ; constlA = , constlf = , lϕ  – випадкова 
початкова фаза, рівномірно розподілена на інтервалі  

[0, 2 ]lϕ ∈ π ; ( ) ( ) ( )c sn i n i j n i= + ⋅ ; 2 2{ ( )} { ( )} / 2c s nn i n i D= =M M
2 2{ ( )} { ( )} / 2c s nn i n i D= =M M , {*}M  – символ математичного очікування; 2 2{ ( )} { ( )} / 2c s nn i n i D= =M M   – 

дисперсія квазібілого гауссівського шуму ( )n i  з нульо
вим середнім.

У розглянутому прикладі амплітуди гармонік обрані 
рівними lA A= , причому забезпечуються співвідношен-
ня: 2 / 2 nA D= , 2 2{ ( )} { ( )} / 2c s nn i n i D= =M M  – дисперсія шуму ( )n i ; 2max{ }n ll

F f>  , 
де 2max{ }n ll

F f> – верхня гранична частота СЩП квазібілого гаус
сівського шуму ( )n i , 10M = . Число відліків N випад-
кового процесу ( )x i , використовуваних при форму-
ванні оцінки АКФ (8), а також оцінок (18), (19) рівно 
N = 1023. Максимальний індекс L часового зсуву m L≤ , 
що фігурує в оцінці АКМ (13), а також в оцінці матриці 
МСВ  (21), брався рівним L = 128. Розмірність K матриці 
МСВ 1,ˆ x lΝ   (21) і АКМ ˆ xR  (13) обрана рівною K = 32.

На рис. 1а показана реалізація MV-оцінки СЩП 
ˆ ( )MVP f  суміші ( )x i  (29), отримана в результаті обчислен-
ня співвідношення (26) для вихідної ситуації, описаної 
вище. Дійсні положення частот гармонійних сигналів із 
суміші (29) показані знаком «+».

На рис. 1б показана реалізація MV-оцінки ГСЩ 
1ˆ ( )l

MVH f  (28) сигналу ( )x i  (29) відповідно для вихід-
ної ситуації, описаної вище. Дійсні положення час-
тот гармонійних сигналів (29) показані знаком «+». 
Коефіцієнт кореляції між оцінкою ГСЩ 1ˆ ( )l

MVH f  
(28) і MV-оцінкою СЩП ˆ ( )MVP f  (26) дорівнював: 

1ˆ ˆ[ ( ), ( )]l
MVMVr H f P f  = 0.993, у той час як коефіцієнт коре-

ляції між оцінкою МСВ 1,ˆ x lΝ  (21) і оцінкою АКМ ˆ xR   (13) 
складав величину: 1,ˆ ˆ[ , ]x l xr Ν R  = 0.998, що говорить про 
високий ступінь відповідності результатів, отриманих 
у лінійному просторі (рис. 1а) і в просторі сигналів із 
1l  -метрикою (рис. 1б), що пояснюється великим ступе-
нем ідентичності оцінки матриці МСВ 1,ˆ x lΝ  (21) і оцінки 
АКМ ˆ xR  (13).
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Метод спектрального аналізу на основі власних 
векторів оцінки кореляційної матриці

Один із класів методів спектрального оцінювання, за-
снований на аналізі власних векторів АКМ, описується 
в літературі як група методів, що забезпечують кращі 
характеристики розрізнення та оцінювання частоти, 
чим авторегресійні методи та метод Проні. Ключовою 
ідеєю в цих методах є розподіл інформації, що міститься 
в АКМ, на два підпростори – підпростору сигналів і 
підпростору шуму. 

До класу методів спектрального оцінювання, засно-
ваних на аналізі власних векторів оцінки АКМ, нале-
жать метод власних векторів [28], метод MUSIC  [29], 
метод мінімальної норми [30] і метод ESPRIT [31, 32]. 
Оцінки, одержувані за допомогою цих методів, не є 
дійсними оцінками СЩП, оскільки вони не характе-
ризують потужність спостережуваного випадкового 
процесу, проте вони дозволяють отримати квазі-оцінку 
СЩП із гарними показниками точності та розрізнення.

Повернемося до розгляду моделі адитивної взаємодії 
M комплексних гармонік на фоні комплексного гаус-
сівського шуму (29), яка у векторній формі може бути 
записана в наступному виді:

1

M
l

l=
= +∑x s n ,                             (30)

де вектори сигналів представлені своїми відліками:
[ ( )]x i=x , [ ( )]l ls i=s , [ ( )]n i=n , 0,1,..., 1i N= − .

Тоді 1K M− −  власних векторів 1, ,M K−v v  підпро-
стору шуму АКМ ˆ xR  (13) будуть ортогональні векторам 
гармонійних сигналів { }ls  на відповідних частотах, тому 
лінійна комбінація дорівнює нулю:

1
( ) ( ) 0

KT T
l k k k l

k M
f fα

−

=

 
= 

 
∑e v v e ,               (31)

( ) [1, ,exp( 2 ), ,exp( 2 ( 1) )]Tf j f k t j f K tπ π= ⋅ ∆ ⋅ − ∆e  ( ) [1, ,exp( 2 ), ,exp( 2 ( 1) )]Tf j f k t j f K tπ π= ⋅ ∆ ⋅ − ∆e   , (32)

де lf  – частота сигналу ls : ( ) exp[ 2 ]l l l ls i A j f iπ ϕ= ⋅ +  
(див. (29)); { }kα  – довільні постійні; 0, , 1k K= − .

Це значить, що функція оцінки виду:

   
1

1ˆ( )
( ) ( )

KT T
k k k

k M

P f
f fα

−

=

=
 
 
 
∑e v v e

,            (33)

приймає нескінченні значення на частоті lf f=  одного 
з гармонійних сигналів (29). На практиці, через вплив 
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ˆ ( )MVP f , 1ˆ ( )l
MVH f ,

Р и с . 1. Реалізації MV-оцінок: а) СЩП ˆ ( )MVP f ; б) ГСЩ 1ˆ ( )l
MVH f

шуму функція (33) буде приймати на частотах lf f=  
кінцеві значення, маючи досить гострі піки. Оцінки виду 
(33) не є оцінками дійсної СЩП, а являють собою квазі-
оцінки, корисні для оцінювання частот гармонійних 
або вузькосмугових компонент результуючої адитивної 
суміші виду (30).

Спектральне оцінювання за методом власних век­
торів на основі оцінки матриці міри статистичного 
взаємозв’язку

Враховуючи відоме розкладання ермітової матриці 
(АКМ) ˆ xR  по власних векторах { }kv  і власним значенням   
{ }kλ (див., наприклад, [18; (3.86), (3.88)]):

1

0
ˆ

K T
x k k k

k

−

=
= λ∑R v v ,   

11

0

1ˆ
K T

x k k
k k

−
−

=
=

λ
∑R v v ,            /   

проводячи паралель із MV-оцінкою ˆ ( )MVP f  (26) і вважа-
ючи у формулі (33) 1/k kα = λ , отримаємо спектральну 
EV-оцінку, побудовану на власних векторах з урахуван-
ням власних значень АКМ ˆ xR  (13):

1
1ˆ ( )
1( ) ( )

EV KT T
k k

kk M

P f
f f

−

=

=
 
 λ 
∑e v v e

,         (34)

де, нагадаємо, ( )fe  – вектор комплексних гармонік, обу-
мовлений формулою (32); M – число гармонійних сиг-
налів у спостережуваної адитивної суміші (29); K K×  – 
розмірність АКМ ˆ xR .

За аналогією зі EV-оцінкою (34) можна отримати 
EV-оцінку ГСЩ 1ˆ ( )l

EVH f , побудовану на мірі статистич-
ного взаємозв’язку (МСВ) (6), яка визначається співвід-
ношенням наступного виду:

1

1

1ˆ ( )
1( ) ( )

l
EV K TT s s

k ks
k M k

H f
f f

−

=

=
 
  ρ 
∑e u u e

,       (35)

де { }s
ku , { }s

kρ  − власні вектора та власні значення оцінки 
матриці МСВ 1,ˆ x lΝ  (21) відповідно; ( )fe  − вектор комп-
лексних гармонік, обумовлений формулою (32); M − чис-
ло гармонійних сигналів у спостережуваної адитивній 
суміші (29); K K×  − розмірність матриці МСВ .

Одержавши алгоритм (35) обчислення EV-оцінки 
ГСЩ  1ˆ ( )l

EVH f , яка заснована на мірі статистичного 
взаємозв’язку (МСВ) (6), необхідно, по-перше, з’ясу-
вати, наскільки близьким він виявляється до ЕV-оцінки 
(34), а, по-друге, чи можливо його застосовувати для 
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оцінювання спектрального складу суміші гармонійних 
сигналів із шумом. Роботу алгоритму (35) проілюстру-
ємо наступним прикладом.

Приклад 2. Нехай є адитивна суміш ( )x i  M комплекс
них дискретних гармонійних сигналів, спостережуваних 
на фоні комплексного квазібілого гауссівського шуму 

( )n i  з нульовим середнім (29).
У розглянутому прикладі умови та вихідні дані прове-

дення статистичного моделювання на ПЕОМ повністю 
відповідають умовам та вихідним даним, зазначеним в 
Прикладі 1.

На рис. 2а показана реалізація EV-оцінки СЩП 
ˆ ( )EVP f  суміші ( )x i  (29), отримана в результаті обчислен-
ня співвідношення (34) для вихідної ситуації, описаної 
вище. Дійсні положення частот гармонійних сигналів із 
суміші (29) показані знаком «+». 

На рис. 2б показана реалізація EV-оцінки ГСЩ  
1ˆ ( )l
EVH f  (35) сигналу ( )x i  (29), для вихідної ситуації, 

описаної вище. Дійсні положення частот гармонійних 
сигналів (29), показані знаком «+». Коефіцієнт  кореляції 
між ГСЩ 1ˆ ( )l

EVH f  (35) і EV-оцінкою СЩП ˆ ( )EVP f  (34) 
дорівнював: 1ˆ ˆ[ ( ), ( )]l

EVEVr H f P f  = 0.596, що пояснюється 
незначним рівнем лінійних статистичних зв’язків між 
результатами обробки,  у той час як коефіцієнт  коре-
ляції між оцінкою МСВ 1,ˆ x lΝ  (21) і оцінкою АКМ ˆ xR  
(13) складав величину: 

1,
ˆ ˆ[ , ]x l xr Ν R  = 0.998 відповідно. 

Останнє співвідношення говорить про високий ступінь 
відповідності результатів, отриманих у лінійному прос
торі і в просторі сигналів із 1l -метрикою.

Спектральне оцінювання за методом MUSIC
Враховуючи відоме розкладання ермітової матриці 

(АКМ) ˆ xR  по власних векторах { }kv  і власним значенням 
{ }kλ  (див., наприклад, [18; (3.86),(3.88)]), а також прово-
дячи паралель із MV-оцінкою ˆ ( )MVP f  (26) і вважаючи 
у формулі (33) 1kα =  для k∀ , отримаємо спектральну 
MUSIC-оцінку ˆ ( )MUSICP f , побудовану на власних век-
торах з урахуванням власних значень АКМ ˆ xR  (13):

( )

1
1ˆ ( )

( ) ( )

1

( ) ( )

MUSIC KT T
k k

k M

T T

P f
f f

f f

−

=

= =
 
 
 

=
′ ′

∑e v v e

e V V e

,        (36)

де, нагадаємо, ( )fe  – вектор комплексних гармонік, 
обумовлений формулою (32); M – число гармонійних 
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Р и с . 2. Реалізації EV-оцінок: а) СЩП ˆ ( )EVP f ; б) ГСЩ 1ˆ ( )l
EVH f

ˆ ( )EVP f , 1ˆ ( )l
EVH f ,

б)

сигналів у спостережуваної адитивній суміші (29); 
K K×   – розмірність АКМ ˆ xR ; ′V  – матриця, пов’язана з 
підпростором шуму, отримана в результаті усікання мат
риці 0 1 1, , , K−=V v v v  розмірності K K× , складеної 
із власних векторів { }kv  оцінки АКМ ˆ xR  (13) адитивної 
суміші (29):

  
1 1

submatrix( ,0, 1, , 1)
, , ,M M K

K M K

+ −

′ = − − =
′ ′ ′=

V V
v v v

,         (37)

де submatrix( , , , , )i j i jr r c cA  – функція добування з ви-
хідної матриці A підматриці, що містить елементи в 
рядках з ir  по jr  та стовпцях з ic  по jc ; матриця власних 
векторів ,i k=V V  має розмірність K K× , 0, , 1i K= − , 

0, , 1k K= − ; матриця 1 1, , ,M M K+ −′ ′ ′ ′=V v v v  має роз-
мірність K K M× − ; M – очікувана кількість гармонійних 
сигналів у суміші (29), M K< .

За аналогією з MUSIC-оцінкою (36) можна отримати 
MUSIC-оцінку ГСЩ 1ˆ ( )l

MUSICH f , побудовану на мірі ста-
тистичного взаємозв’язку (МСВ) (6), яка визначається 
співвідношенням наступного виду:

( )

1

1 1

1 1

1
1ˆ ( )

( ) ( )

1

( ) ( )

l
MUSIC K TT l l

k k
k M

T T
l l

H f

f f

f f

−

=

= =
 
  
 

=
′ ′

∑e u u e

e U U e

,      (38)

де 1{ }l
ku  – власні вектора оцінки матриці МСВ 1,ˆ x lΝ  (21) 

відповідно; ( )fe  – вектор комплексних гармонік, обумов-
лений формулою (32); M – число гармонійних сигналів 
у спостережуваної адитивній суміші (29); K K×   – роз-
мірність матриці МСВ 1,ˆ x lΝ ; 

1l
′U  – матриця підпростору 

шуму розмірності K K M× − , отримана усіканням мат
риці 

1 1 1 1,0 ,1 , 1, , ,l l l l K−=U u u u , складеної із власних 
векторів оцінки матриці МСВ  1,ˆ x lΝ (21):

 1 1

1 1 1, , 1 , 1

submatrix( ,0, 1, , 1)

, , ,

l l

l M l M l K

K M K

+ −

′ = − − =

′ ′ ′=

U U

u u u

./

Одержавши алгоритм (38) обчислення MUSIC-оцінки 
ГСЩ 1ˆ ( )l

MUSICH f , яка заснована на мірі статистичного 
взаємозв’язку (МСВ) (4), необхідно, по-перше, з’ясува-
ти, наскільки близьким він виявляється до MUSIC-оцін-
ки (36), а, по-друге, чи можливо його застосовувати для 
оцінювання спектрального складу суміші гармонійних 
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Р и с . 3. Реалізації MUSIC-оцінок: а) СЩП ˆ ( )MUSICP f ; б) ГСЩ 1ˆ ( )l

MUSICH f  
б)

сигналів із шумом. Роботу алгоритму (38) проілюстру-
ємо наступним прикладом.

Приклад 3. Нехай є адитивна суміш ( )x i  M комплек-
сних дискретних гармонійних сигналів, спостережу-
ваних на фоні комплексного квазібілого гауссівського 
шуму ( )n i  з нульовим середнім (29).

У розглянутому прикладі умови та вихідні дані прове-
дення статистичного моделювання на ПЕОМ повністю 
відповідають умовам та вихідним даним, зазначеним в 
Прикладі 1.

На рис. 3а показана реалізація MUSIC-оцінки СЩП   
ˆ ( )MUSICP f  суміші ( )x i  (29), отримана в результаті об-
числення співвідношення (36) для вихідної ситуації, 
описаної вище. Дійсні положення частот гармонійних 
сигналів із суміші (29) показані знаком «+».

На рис. 3б показані реалізації MUSIC-оцінки ГСЩ   
1ˆ ( )l

MUSICH f  (38) сигналу ( )x i  (29) відповідно, для ви-
хідної ситуації, описаної вище. Дійсні положення 
частот гармонійних сигналів (29) показані знаком 
«+». Коефіцієнт кореляції між ГСЩ 1ˆ ( )l

MUSICH f  (38) 
і MUSIC-оцінкою СЩП ˆ ( )MUSICP f  (36) дорівнював  

1ˆ ˆ[ ( ), ( )]l
MUSICMUSICr H f P f  = 0.65, що пояснюється нез-

начним рівнем лінійних статистичних зв’язків між ре-
зультатами обробки, у той час як коефіцієнт кореляції 
між оцінкою МСВ 1,ˆ x lΝ  (21) і оцінкою АКМ ˆ xR  (13) 
складав величину: 

1,
ˆ ˆ[ , ]x l xr Ν R  = 0.998.  

Спектральне оцінювання за методом мінімальної 
норми

Спектральне оцінювання по методу мінімальної 
норми [30], так само як і метод MUSIC, передбачає 
використання інформації, яка міститься в результаті ′V  
усікання матриці 0 1 1, , , K−=V v v v  розмірності K K×  , 
складеної із власних векторів { }kv  оцінки АКМ ˆ xR  (13) 
адитивної суміші (29):

1 1

submatrix( ,0, 1, , 1)
, , ,M M K

K M K

+ −

′ = − − =
′ ′ ′=

V V
v v v

,        (39)

де submatrix( , , , , )i j i jr r c cA  – функція витягу з вихідної 
матриці A підматриці, що містить елементи в рядках 
з ir  по jr  та стовпцях з ic  по jc ; матриця власних век-
торів ,i k=V V  має розмірність K K× , 0, , 1i K= −  ,  

0, , 1k K= − ; матриця 1 1, , ,M M K+ −′ ′ ′ ′=V v v v  має 
розмірність K K M× − ; M – очікувана кількість гармо-
нійних сигналів у суміші (29), M K< .

ˆ ( )MUSICP f , 1ˆ ( )l
MUSICH f ,

Матрицю ′V  зв’язують із підпростором шуму, у якому 
вектор d, побудований на основі матриці ′V :

T

T
′ ⋅

=
V cd

c c
,                               (40)

де c – вектор, складений з верхнього рядка матриці ′V :

[submatrix( ,0,0,0, 1)]TK M′= − −c V ,          (41)

має найменшу норму: 
1

2 2

0
|| || min

K M

i
i

d
− −

=
= →∑d .

Тоді спектральна оцінка ˆ ( )MNP f , отримана по методу 
найменшої норми, має вигляд:

( )
1ˆ ( )

( ) ( )
MN T T

P f
f f

=
⋅e d d e

,                 (42)

де, нагадаємо, ( )fe  – вектор комплексних гармонік, ана-
логічний (63а), але іншої розмірності: 

( ) [1, ,exp( 2 ), ,
exp( 2 ( 1) )]

Tf j f k t
j f K M t

π
π

= ⋅ ∆
⋅ − − ∆

e   ,           (43)

lf  – частота гармонійного сигналу ls : ( ) exp[ 2 ]l l l ls i A j f i= π ⋅ + ϕ 
( ) exp[ 2 ]l l l ls i A j f i= π ⋅ + ϕ (див. (29)); M – число гармонійних сигналів у спо-

стережуваної адитивної суміші (29); K K×  – розмірність 
АКМ ˆ xR  (13).

За аналогією із MN-оцінкою (42) можна отримати 
MN-оцінку ГСЩ 1ˆ ( )l

MNH f , побудовану на мірі статис-
тичного взаємозв’язку (МСВ) (4), яка визначається спів-
відношеннями наступного виду:

( )
1

1 1

1ˆ ( )
( ) ( )

l
MN T T

l l

H f
f f

=
e g g e

;              (44)

1
1

1 1

T
l

l T
l l

′ ⋅
=

U a
g

a a
;                             (45)

1 1
[submatrix( ,0,0,0, 1)]Tl l K M′= − −a U ;       (46)

1 1

1 1 1, , 1 , 1

submatrix( ,0, 1, , 1)

, , ,

l l

l M l M l K

K M K

+ −

′ = − − =

′ ′ ′=

U U

u u u

,       (47)

де 
1 1 1 1,0 ,1 , 1, , ,l l l l K−=U u u u  – матриця, складена із влас-

них векторів оцінок матриці МСВ 1,ˆ x lΝ  (21); 1l′U  – матри-
ця підпростору шуму розмірності K K M× − , отримана 
усіканням матриці 1lU ; 1la  – вектор, складений з верхньо-
го рядка матриці 1l′U ; 

1lg  – вектор з мінімальною нормою, 
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побудований на основі матриці 1l′U ; ( )fe   – вектор комп-
лексних гармонік, обумовлений формулою (43); M – чис-
ло гармонійних сигналів у спостережуваної адитивної 
суміші (30); K K×  – розмірність матриці МСВ 1,ˆ x lΝ .

Одержавши алгоритм (44) обчислення MN-оцінки 
ГСЩ 1ˆ ( )l

MNH f , яка заснована на мірі статистичного 
взаємозв’язку (МСВ) (4), необхідно, по-перше, з’ясува-
ти, наскільки близьким він виявляється до MN-оцінки 
(42), а, по-друге, чи можливо його застосовувати для 
оцінювання спектрального складу суміші гармонійних 
сигналів із шумом. Роботу алгоритму (44) проілюстру-
ємо наступним прикладом.

Приклад 4. Нехай є адитивна суміш ( )x i  M комплекс
них дискретних гармонійних сигналів, спостережуваних 
на фоні комплексного квазібілого гауссівського шуму 

( )n i  з нульовим середнім (29). У розглянутому прикладі 
умови та вихідні дані проведення статистичного моде-
лювання на ПЕОМ повністю відповідають умовам та 
вихідним даним, зазначеним в Прикладі 1.

На рис. 4а показана реалізація MN-оцінки СЩП 
ˆ ( )MNP f  суміші ( )x i  (29), отримана в результаті обчислен-
ня співвідношення (42) для вихідної ситуації, описаної 
вище. Дійсні положення частот гармонійних сигналів із 
суміші (29) показані знаком «+».

На рис. 4б показана реалізація MN-оцінки ГСЩ 
1ˆ ( )l

MNH f  (44) сигналу ( )x i  (29), для вихідної ситуації, 
описаної вище. Дійсні положення частот гармонійних 
сигналів (29) показані знаком «+». Коефіцієнт кореляції 
між ГСЩ 1ˆ ( )l

MNH f  (44) і MN-оцінкою СЩП ˆ ( )MNP f  (42) 
дорівнював: 1ˆ ˆ[ ( ), ( )]l

MNMNr H f P f  = 0.148, що пояснюється 
незначним рівнем лінійних статистичних зв’язків між 
результатами обробки, у той час як коефіцієнт кореля-
ції між оцінкою МСВ 1,ˆ x lΝ  (21) і оцінкою АКМ ˆ xR  (13) 
складав величину: 

1,
ˆ ˆ[ , ]x l xr Ν R  = 0.998.

ВИСНОВКИ 
1. Сучасні методи спектрального аналізу та оцінюван-

ня сигналів дозволяють суттєво підвищити можливості 
пасивних гідроакустичних систем виявлення стосовно 
точності вимірювання спектральних компонент сиг-
налів, визначення координат джерел гідроакустичних 
випромінювань, а також якості їх розпізнавання.

2. Методи спектрального аналізу та оцінювання гідро-
акустичних сигналів, засновані на використанні обробки 
сигналів у просторі із 1l -метрикою, трохи поступаються 
в енергетичному плані відомим аналогам, побудованим 
на використанні лінійних просторів сигналів (~ 2 дБ 
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Р и с . 4. Реалізації MN-оцінок: а) СЩП ˆ ( )MNP f ; б) ГСЩ 1ˆ ( )l

MNH f
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при забезпеченні тієї ж точності в умовах впливу пере-
шкоджаючих сигналів (шумів) з нормальним розподілом 
ймовірностей). Характеристики роздільної здатності по 
частоті алгоритмів двох типів є однаковими.

3. Методи спектрального аналізу та оцінювання гідро-
акустичних сигналів, засновані на використанні обробки 
сигналів у просторі із 1l -метрикою та врахуванні неліній-
них статистичних взаємозв’язків між відліками дискрет-
них сигналів, на відміну від їхніх лінійних аналогів, що 
використовують лінійні кореляційні зв’язки між відлі-
ками у просторі з 2l -метрикою, характеризуються більш 
високою швидкістю обробки, що обумовлене відмовою 
від використання операцій множення в основній частині 
обчислювань. Ця обставина є безумовною перевагою 
при організації обчислень, по-перше, у системах, що не 
мають значних обчислювальних ресурсів, а по-друге, у 
системах, де потрібна значна швидкість обчислень. Крім 
того, розроблені алгоритми, у порівнянні із відомими, 
є більш стійкими до впливу негауссівских шумів, при 
цьому в умовах впливу шумів з більш важкими «хвоста-
ми» розподілів вони забезпечують кращі точності спект
рального оцінювання при однакових співвідношеннях 
сигнал-шум.
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 Nalapko O.L., Zibin S.D., Popov A.O., 
Tverdochlebov V.V.

EXPLORING THE METHODS OF SPECTRAL 
ANALYSIS OF HYDRO-ACOUSTIC SIGNALS IN 

SPACE WITH l1-METRIC

We establish the main relationships characterizing both 
correlation and non-linear statistical interrelations between 
realizations of random samples in sample spaces with 1l  - 
and 2l -metrics. On the basis of the obtained relationships for 
estimating the matrix of measure of statistical interrelation 
we develop instrumentation for utilizing known methods 
of spectral estimation (minimum variance method, eigen
vector method, multiple signal classification method, mini
mum norm method) in signal spaces with 1l  -metric, thus, 
expanding their sphere of exploiting. New algorithms 
of hydro-acoustic signal spectral estimation have been 
developed. These algorithms are built on the basis of 
general approach based on generalized metric spaces with 
L-group properties. The main feature of this approach 
allows decreasing computational requirements to signal 
processing system, inasmuch as the main part of signal 
processing operations is fulfilled without multiplication 
operation, i.e. the developed algorithms of spectral analysis 
are «almost» multiplication-free. We accomplish the 
comparative analysis between the developed and known 
algorithms of spectral estimation. It is shown that the 
developed algorithms based on signal space with 1l  -metric 
and L-group properties provide the same resolution in 
frequency as the linear algorithms based on signal space 
with 2l - metric do.

Keywords:  hydro-acoustic signal, spectral analysis, 
spectral estimation, minimum variance method, eigenvector 
method, multiple signal classification method, minimum 
norm method, 1l -metric, sample space, signal space, signal 
processing.
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